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复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘定理及正则性条件
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摘 要 本文将矩阵特征值的 Gerschgorin 圆盘定理推广到复区间矩阵, 给出复区间矩阵特征值的

Gerschgorin 圆盘区域, 并证明所给复区间矩阵特征值的 Gerschgorin 圆盘区域包含于已有的复区间矩阵

特征值的 Gerschgorin方盘区域. 最后,应用复区间矩阵特征值的 Gerschgorin圆盘定理得到复区间矩阵正则

的两个新的充分条件.
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Abstract In this paper, the Gerschgorin disk theorem on eigenvalues of complex matrices is generalized to complex

interval matrices, in which the Gerschgorin disk regions of eigenvalues of complex interval matrices are presented.

It is showed that the Gerschgorin disk regions are contained in the Gerschgorin square regions for eigenvalues of

complex interval matrices. Then, two new sufficient conditions for the regularity of complex interval matrices are

obtained by applying the Gerschgorin disk theorem of complex interval matrices.
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1 引言

控制系统、振动系统、质量结构系统、汽车悬架系统等系统的特性由系统的雅可比矩阵特征

值的大小决定[1–4]. 由于面对系统的各种不确定因素,系统的雅可比矩阵的元素往往取值于某个区
间中. 此时系统的特性由区间雅可比矩阵的特征值大小决定. 因此,对区间矩阵特征值的估计具有
重要的应用意义.
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区间矩阵特征值的估计问题吸引了众多学者的关注和研究[5–11,13–19]. 1982年 Deif利用区间矩
阵特征值不等式和非线性规划理论,在特征向量分量符号不变的条件下,得到了实对称区间矩阵特
征值的算法[5]. 由于在应用中特征向量分量符号不变的条件往往很难满足和验证,因此该算法不能
得到广泛应用. 1998年 Rohn利用实区间矩阵的中点矩阵、半径矩阵、以及其组成的实对称矩阵
的特征值给出了实区间矩阵特征值的实部和虚部的估计式[6]. 2008年 Hertz推广了文献 [6]中的结
果,给出了复区间矩阵特征值的实部和虚部的估计式[7]. 另一方面,对于某些实际应用问题,往往并
不需要精确计算出区间矩阵的特征值,只需要知道其特征值在复平面上的大概位置即可. 例如对鲁
棒稳定控制器设计问题中的连续时间区间动力系统

dx(t)
dt

= AIx(t),

当 Re
(
λ
(
AI
))

< 0时,我们即可得知它是 Hurwitz稳定的[8,9],其中 λ(AI)表示区间矩阵 AI 的特

征值. 所以我们有时只需研究区间矩阵特征值的包含集[10,11].
本文将复矩阵的 Ggerschgorin 圆盘定理拓展到复区间矩阵, 得到复区间矩阵特征值的

Ggerschgorin圆盘区域.

2 预备知识

本节介绍实区间矩阵、复区间矩阵、实对称区间矩阵的概念及相关结论.

定义 2.1 ([12]) 设A = (ajk)m×n ∈ Rm×n,B = (bjk)m×n ∈ Rm×n. 对任意的 j = 1, 2, · · · ,m,
k = 1, 2, · · · , n,若 ajk ≥ 0,则称 A ≥ 0;若 ajk > 0,则称 A > 0;若 ajk − bjk ≥ 0,则称 A ≥ B;若

ajk − bjk > 0,则称 A > B.

1966年, Moore提出了实区间矩阵的概念,即元素为闭区间的矩阵,其定义如下.

定义 2.2 ([13]) 设对任意的 j = 1, 2, · · · ,m, k = 1, 2, · · · , n, ajk, ajk ∈ R,且 ajk ≥ ajk. 称矩
阵集合

AI =
{
A ∈ Rm×n : A ≥ A ≥ A

}
为m× n阶实区间矩阵,其中

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 , A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn

 .

记

AI ∆
= [A,A]

∆
= ([ajk, ajk])m×n =


[a11, a11] [a12, a12] · · · [a1n, a1n]

[a21, a21] [a22, a22] · · · [a2n, a2n]
...

...
...

...
[am1, am1] [am2, am2] · · · [amn, amn]

 ,
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Ac =
1
2 (A+A), A∆ = 1

2 (A−A),则 AI 还可表示为 [Ac −A∆, Ac+A∆],其中 A和 A分别称为 AI

的下界矩阵和上界矩阵, Ac 和 A∆ 分别称为 AI 的中点矩阵和半径矩阵. 若 m = n,则称 AI 为 n

阶实区间矩阵.

定义 2.3 ([7]) 设 AI , BI 是m× n阶实区间矩阵. 称矩阵集合

AI + iBI =
{
A+ iB : A ∈ AI , B ∈ BI

}
为m× n阶复区间矩阵,其中 i为虚数单位. 记

AI + iBI ∆
= [A,A] + i[B,B]

∆
=
(
[ajk, ajk] + i[bjk, bjk]

)
m×n

.

复区间矩阵AI + iBI 的中点矩阵,半径矩阵分别记为Ac+ iBc,A∆+ iB∆. 若m = n,则称AI + iBI

为 n阶复区间矩阵.

定义 2.4 ([5]) 设实区间矩阵 AI =
(
[ajk, ajk]

)
n×n

,且对任意的 j, k ∈ N := {1, 2, · · · , n},有

[ajk, ajk]=[akj , akj ].

称

AS =
{
A ∈ AI : A = AT

}
为 n阶实对称区间矩阵. 在不引起混淆的情况下,也记AS ∆

= ([ajk, ajk])n×n
∆
= [Ac−A∆, Ac+A∆],

其中 Ac, A∆ 为实对称矩阵.

定义 2.5 ([6]) 设 AI 是 n阶实区间矩阵. 称 AI 中所有矩阵的特征值组成的集合为 AI 的谱,
记为 σ(AI),即

σ(AI) =
{
λ(A) : A ∈ AI

}
,

其中 λ(A)表示实矩阵 A的特征值.

定义 2.6 ([7]) 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 称 AI + iBI 中所有矩阵的特征值组成的集合

为 AI + iBI 的谱,记为 σ(AI + iBI),即

σ(AI + iBI) =
{
λ(A+ iB) : A ∈ AI , B ∈ BI

}
,

其中 λ(A+ iB)表示复矩阵 A+ iB 的特征值.

定义 2.7 ([5]) 设 AS 是 n阶实对称区间矩阵. 称 AS 中所有矩阵的特征值组成的集合为 AS

的谱,记为 σ(AS),即
σ(AS) =

{
λ(A) : A ∈ AS

}
,

其中 λ(A)表示实对称矩阵 A的特征值.

定义 2.8 ([18]) 设实区间矩阵 AI =
(
[ajk, ajk]

)
m×n

. 称实矩阵
(
max

{∣∣ajk∣∣, ∣∣ajk∣∣})
m×n

为

AI 的绝对值矩阵,记为
∣∣AI
∣∣.
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定义 2.9 设复区间矩阵 AI + iBI =
(
[ajk, ajk] + i[bjk, bjk]

)
m×n

. 称矩阵集合

{
AT + iBT : A ∈ AI , B ∈ BI

}
为 AI + iBI 的转置区间矩阵,记为

(AI + iBI)T =
(
[akj , akj ] + i[bkj , bkj ]

)
n×m

.

由于转置变换不改变 n阶复矩阵 A + iB 的特征值,故 A + iB 与其转置区间矩阵 (A+ iB)T

有相同的谱,即 σ(A+ iB) = σ((A+ iB)T ). 那么 n阶复区间矩阵 AI + iBI 是否有相同的结果呢?
下面的定理给出了该问题的肯定回答.

定理 2.1 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵,则 AI + iBI 与其转置区间矩阵 (AI + iBI)T 有相

同的谱,即
σ(AI + iBI) = σ((AI + iBI)T ).

证明 首先证明 σ(AI + iBI) ⊆ σ((AI + iBI)T ). 对任意的 A + iB ∈ AI + iBI , 由于转置
变换不改变复矩阵 A + iB 的特征值, 故矩阵 A + iB 与其转置矩阵 (A+ iB)T 有相同谱, 即
σ(A+ iB) = σ((A+ iB)T ). 又 (A+ iB)T ∈ (AI + iBI)T ,故

σ(A+ iB) ⊆ σ((AI + iBI)T ).

再由 A+ iB 的任意性,得
σ(AI + iBI) ⊆ σ((AI + iBI)T ).

再证明 σ((AI + iBI)T ) ⊆ σ(AI + iBI). 由于复区间矩阵 (AI + iBI)T 的转置区间矩阵为AI + iBI ,
即 ((AI + iBI)T )T = AI + iBI ,故 σ((AI + iBI)T ) ⊆ σ(AI + iBI).

综上即得: σ(AI + iBI) = σ((AI + iBI)T ).证毕.

一般来讲, n阶实区间矩阵 AI 的谱 σ(AI)是复数域上的一个集合. 但对于 n阶实对称区间

矩阵 AS , 因为 AS 中的矩阵都是实对称矩阵, 由实对称矩阵的特征值都是实数知 σ(AS)为实数

域上的集合. 1987年, Rohn给出了 σ(AS)在实轴上的分布情况 (定理 2.2). 在下文中,实对称矩阵
A=(ajk)n×n的特征值 λj(A)都按升序排列:

λ1(A) ≤ λ2(A) ≤ · · · ≤ λn(A).

定理 2.2 ([15]) 记 λj(A
S) =

{
λj(A) : A ∈ AS

}
,则 λj(A

S)为实数轴上的闭区间,即

λj(A
S) = [λj(A

S), λj(A
S)], j ∈ N,

其中 N := {1, 2, · · · , n}.

注 2.1 称 λj(A
S)为实对称区间矩阵 AS 的第 j 个特征值区间,简称为 AS 的第 j 个特征值 ;

称 λn(A
S), λ1(A

S)分别为 AS 的最大特征值和最小特征值 ;称 λj(A
S), λj(A

S)分别为 AS 的第 j

个特征值的下确界和上确界.
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注 2.2 由定理 2.2知实对称区间矩阵 AS 的谱由 n个闭区间组成,即

σ(AS) =
⋃
j∈N

λj(A
S) =

⋃
j∈N

[λj(A
S), λj(A

S)].

由于精确计算 AS 各特征值的上、下确界是 NP­hard问题 [14]. 2005年, Rohn给出了 AS 各特

征值的如下估计.

定理 2.3 ([17]) 设 AS 是 n阶实对称区间矩阵, λj(A
S)为 AS 的第 j 个特征值区间. 则

λj(A
S) ⊆ [λj(Ac)− ρ(A∆), λj(Ac) + ρ(A∆)],

其中 ρ(A∆)表示 A∆ 的谱半径.

定理 2.3表明 λj(Ac) + ρ(A∆), λj(Ac)− ρ(A∆)分别是 AS 的第 j 个特征值的上界和下界,即

λj(A
S) ≤ λj(Ac) + ρ(A∆), λj(A

S) ≥ λj(Ac)− ρ(A∆).

定理 2.3给出的 AS 各特征值区间的宽度相同,都是 2ρ(A∆),这就可能使得部分特征值区间的
估计不够准确.

2010年, Hladík, Daney和 Tsigarida提供了一种求实对称区间矩阵 AS 的最大特征值上界的方

法.

定理 2.4 ([18]) 设 AS 是 n阶实对称区间矩阵, λn(A
S)为 AS 的最大特征值. 则

λn(A
S) ≤ λn(

∣∣AS
∣∣),

其中
∣∣AS

∣∣为 AS 的绝对值矩阵.

1998年, Rohn利用实区间矩阵的中点矩阵、半径矩阵以及其组成的实对称矩阵的特征值给出
了实区间矩阵特征值的实部和虚部的估计式.

定理 2.5 ([6]) 设 AI 是 n阶实区间矩阵, Ac, A∆ 分别为 AI 的中点矩阵和半径矩阵. 则对任
意的 λ+ iµ ∈ σ(AI),有

λ1(A
′
c)− ρ(A′

∆) ≤ λ ≤ λn(A
′
c) + ρ(A′

∆),

λ1(A
′′
c )− ρ(A′′

∆) ≤ µ ≤ λn(A
′′
c ) + ρ(A′′

∆),

其中 

A′
c =

1

2

(
Ac +AT

c

)
,

A′
∆ =

1

2

(
A∆ +AT

∆

)
,

A′′
c =

 0
1

2

(
Ac −AT

c

)
1

2

(
AT

c −Ac

)
0

 ,

A′′
∆ =

(
0 A′

∆

A′
∆ 0

)
.
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2008年, Hertz将定理 2.5进行推广,给出了复区间矩阵特征值的实部和虚部的估计式.

定理 2.6 ([7]) 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 则对任意的 λ+ iµ ∈ σ(AI + iBI),有

λ ≤ λn

(
1
2

(
Ac +AT

c

))
+ ρ

(
1
2

(
A∆ +AT

∆

))
+ λn

(
0 1

2

(
BT

c −Bc

)
1
2

(
Bc −BT

c

)
0

)

+ρ

(
0 1

2

(
BT

∆ +B∆

)
1
2

(
BT

∆ +B∆

)
0

)
,

λ ≥ λ1

(
1
2

(
Ac +AT

c

))
− ρ

(
1
2

(
A∆ +AT

∆

))
+ λ1

(
0 1

2

(
BT

c −Bc

)
1
2

(
Bc −BT

c

)
0

)

−ρ

(
0 1

2

(
BT

∆ +B∆

)
1
2

(
BT

∆ +B∆

)
0

)
,

µ ≤ λn

(
1
2

(
Bc +BT

c

))
+ ρ

(
1
2

(
B∆ +BT

∆

))
+ λn

(
0 1

2

(
Ac −AT

c

)
1
2

(
AT

c −Ac

)
0

)

+ρ

(
0 1

2

(
AT

∆ +A∆

)
1
2

(
AT

∆ +A∆

)
0

)
,

µ ≥ λ1

(
1
2

(
Bc +BT

c

))
− ρ

(
1
2

(
B∆ +BT

∆

))
+ λ1

(
0 1

2

(
Ac −AT

c

)
1
2

(
AT

c −Ac

)
0

)

−ρ

(
0 1

2

(
AT

∆ +A∆

)
1
2

(
AT

∆ +A∆

)
0

)
.

2022年Maiti与 Chakraverty给出了复区间矩阵的 Gerschgorin方盘定理.

定理 2.7 ([11], Gerschgorin方盘定理) 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 则

σ(AI + iBI) ⊆ Γ(AI + iBI) :=
⋃
j∈N

Γj(A
I + iBI),

其中 i为虚数单位,

Γj(A
I + iBI) = {z ∈ C : Re(z) ∈ [ajj − rj(A

I + iBI), ajj + rj(A
I + iBI)],

Im(z) ∈ [bjj − rj(A
I + iBI), bjj + rj(A

I + iBI)]},

rj(A
I + iBI) =

∑
s̸=j

√
(cjs)

2
+ (djs)

2
, (cjk) =

∣∣AI
∣∣ , (djk) =

∣∣BI
∣∣ .

定理 2.7中的 Γ(AI + iBI)是复平面中 n个矩形集合 Γj(A
I + iBI)之并. 因此,称该定理为复

区间矩阵的 Gerschgorin方盘定理,称 Γj(A
I + iBI)为复区间矩阵 AI + iBI 的第 j 个 Gerschgorin

方盘.
为叙述方便,下面给出复平面中点到集合的距离的定义和复矩阵特征值的 Gerschgorin圆盘定

理.

定义 2.10 ([12]) 设 z 为复平面中的任意一点, ∆为复平面中的任意一个集合. 定义点 z 与集

合∆的距离为 d(z,∆) = inf{d(z, x) : x ∈ ∆},其中 d(z, x)表示点 z与点 x的欧氏距离.
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定理 2.8 ([12], Gerschgorin圆盘定理) 设 A = (ajk) ∈ Cn×n, σ(A)为 A的谱. 则

σ(A) ⊆ Γ(A) :=
⋃
j∈N

Γj(A),

其中 Γj(A) =

{
z ∈ C : |z − ajj | ≤ rj(A) :=

∑
k ̸=j,k∈N

|ajk|

}
.

3 复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘定理

定理 2.7给出的复区间矩阵特征值的 Gerschgorin方盘区域由 n个矩形区域组成. 下面给出复
区间矩阵的 Gerschgorin圆盘定理,并讨论其与 Gerschgorin方盘定理之间的关系.

定理 3.1 (Gerschgorin圆盘定理) 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 则

σ(AI + iBI) ⊆ G(AI + iBI) :=
⋃
j∈N

Gj(A
I + iBI),

其中 i 为虚数单位, Gj(A
I + iBI) =

{
z ∈ C : d(z,∆j) ≤ rj(A

I + iBI)
}
, ∆j 表示复平面中以

ajj + ibjj , ajj + ibjj , ajj + ibjj , ajj + ibjj 为顶点的矩形区域, d(z,∆j)表示复平面中点 z到矩形区

域∆j 的距离, rj(AI + iBI) =
∑
s̸=j

√
(cjs)

2
+ (djs)

2, (cjk) =
∣∣AI
∣∣, (djk) = ∣∣BI

∣∣.
证明 对任意的 A+ iB ∈ AI + iBI ,由定理 2.8知

σ(A+ iB) ⊆ Γ(A+ iB) :=
⋃
j∈N

Γj(A+ iB), (3.1)

其中 Γj(A+ iB) = {z ∈ C : |z − (ajj + bjj i)| ≤ rj(A+ iB)}. 由A+ iB ∈ AI+ iBI 和 (cjk) =
∣∣AI
∣∣,

(djk) =
∣∣BI

∣∣知,对任意 j ∈ N ,

rj(A+ iB) ≤ rj(A
I + iBI).

于是

Γj(A+ iB) ⊆
{
z ∈ C : |z − (ajj + bjj i)| ≤ rj(A

I + iBI)
}
. (3.2)

又因为

ajj ∈ [ajj , ajj ], bjj ∈ [bjj , bjj ],

即 ajj + bjj i ∈ ∆j ,由距离 d(z,∆j)的定义知

d(z,∆j) ≤ |z − (ajj + bjj i)| .

再由 (3.2)式得
Γj(A+ iB) ⊆

{
z ∈ C : d(z,∆j) ≤ rj(A

I + iBI)
}
.

记

Gj(A
I + iBI) =

{
z ∈ C : d(z,∆j) ≤ rj(A

I + iBI)
}
.
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则有 Γj(A+ iB) ⊆ Gj(A
I + iBI). 于是由 (3.1)式得

σ(A+ iB) ⊆ G(AI + iBI).

再由 A+ iB ∈ AI + iBI 的任意性即得 σ(AI + iBI) ⊆ G(AI + iBI).证毕.

定理 3.1中的G(AI + iBI)是复平面中 n个 “圆盘”G1(A
I + iBI), G2(A

I + iBI), · · · , Gn(A
I +

iBI) 之并. 称定理 3.1 为复区间矩阵的 Gerschgorin 圆盘定理, 称 Gj(A
I + iBI) 为复区间矩阵

AI + iBI 的第 j 个 Gerschgorin圆盘.
上述定理是利用复区间矩阵的行元素得到的结论,利用其列元素也可得到下面列形式的复区

间矩阵的 Gerschgorin圆盘定理. 下面利用定理 2.1给出其另一种证明方法.

定理 3.2 (Gerschgorin圆盘定理) 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 则

σ(AI + iBI) ⊆ W (AI + iBI) :=
⋃
j∈N

Wj(A
I + iBI),

其中 i 为虚数单位, Wj(A
I + iBI) =

{
z ∈ C : d(z,∆j) ≤ lj(A

I + iBI)
}
, lj(A

I + iBI) =∑
s̸=j

√
(csj)

2
+ (dsj)

2,∆j , d(z,∆j), (cjk)和 (djk)的意义见定理 3.1 .

证明 由定理 2.1知,复区间矩阵 AI + iBI 与其转置区间矩阵 (AI + iBI)T 有相同的谱,因为
(AI + iBI)T 仍是复区间矩阵,对 (AI + iBI)T 应用定理 3.1得

σ((AI + iBI)T ) ⊆ G((AI + iBI)T ) :=
⋃
j∈N

Gj((A
I + iBI)

T
),

其中

Gj((A
I + iBI)T ) =

{
z ∈ C : d(z,∆j) ≤ rj((A

I + iBI)
T
)
}
.

又对任意 j ∈ N ,有
rj((A

I + iBI)T ) = lj(A
I + iBI),

故 Gj((A
I + iBI)T ) = Wj(A

I + iBI)). 再由 j 的任意性即得

σ(AI + iBI) = σ((AI + iBI)T ) ⊆ G((AI + iBI)T ) = W (AI + iBI).

定理 3.1和定理 3.2表明同时利用复区间矩阵的行和列的元素可以给出其更为精确的特征值
定位集. 我们有如下推论.

推论 3.1 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 则

σ(AI + iBI) ⊆ G(AI + iBI) ∩W (AI + iBI).

关于复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘区域与 Gerschgorin方盘区域的关系,我们有如下结论.

定理 3.3 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 则

G(AI + iBI) ⊆ Γ(AI + iBI).
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证明 设 z ∈ G(AI + iBI),则存在 j0 ∈ N 使得

d(z,∆j0) ≤ rj0(A
I + iBI).

因为 ∆j0 表示复平面内以 aj0j0 + ibj0j0 , aj0j0 + ibj0j0 , aj0j0 + ibj0j0 , aj0j0 + ibj0j 为顶点的矩形区
域,所以 ∆j0 是闭集,故存在点 aj0j0 + ibj0j0 ∈ ∆j0 ,使得

d(z,∆j0) = |z − (aj0j0 + ibj0j0)| ,

从而

|z − (aj0j0 + ibj0j0)| ≤ rj0(A
I + iBI). (3.3)

令 z = x+ iy,其中 x, y ∈ R. 由 (3.3)式得

|(x− aj0j0) + i(y − bj0j0)| ≤ rj0(A
I + iBI),

从而  |(x− aj0j0)| ≤ rj0(A
I + iBI),

|(y − bj0j0)| ≤ rj0(A
I + iBI).

由于 aj0j0 ∈ [aj0j0 , aj0j0 ], bj0j0 ∈ [bj0j0 , bj0j0 ],故x ∈ [aj0j0 − rj0(A
I + iBI), aj0j0 + rj0(A

I + iBI)],

y ∈ [bj0j0 − rj0(A
I + iBI), bj0j0 + rj0(A

I + iBI)],

即点 z ∈ Γj0(A
I + iBI) ⊆ Γ(AI + iBI). 再由 z的任意性得

G(AI + iBI) ⊆ Γ(AI + iBI).

证毕.

定理 3.3证明了复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘区域不比复区间矩阵的 Gerschgorin方盘区域
“大”.

下面通过例子说明在某些情况下复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘区域比 Gerschgorin方盘区域
“小”. 在下面的例子中,红色区域表示通过蒙特卡洛模拟给出的复区间矩阵特征值的近似区域[19],
蓝色区域表示由Maiti与 Chakraverty的方法给出的 Gerschgorin方盘区域[11],绿色区域表示本文给
出的 Gerschgorin圆盘区域.

例 3.1 对于实区间矩阵

AI =


0 −1 −1

2 [−1.399,−0.001] 0

1 0.5 −1

 .

其特征值的估计见图 1.
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图 1 实区间矩阵 AI 的 Gerschgorin区域

例 3.2 对于实区间矩阵

AI =


[0, 1] [0.1, 0.2] [0.11, 0.15] [−0.3,−0.2]

[0.13, 0.16] [−3,−2] [0.4, 0.5] [−0.4,−0.2]

[0.14, 0.17] [0.22, 0.28] [6, 9] [−0.7,−0.5]

[0.3, 0.5] [−0.1,−0.01] [0.2, 0.3] [10, 12]

 .

其特征值的估计见图 2.

图 2 实区间矩阵 AI 的 Gerschgorin区域

例 3.3 对于复区间矩阵 AI + iBI ,其中

AI =

(
[1, 2] [0.5, 0.7]

[−0.9,−0.7] [5, 8]

)
, BI =

(
[3, 4] [0.3, 0, 4]

[0.8, 0.9] [6, 8]

)
.

其特征值的估计见图 3.
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图 3 复区间矩阵 AI + iBI 的 Gerschgorin区域

以上数值例子表明本文所给复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘定理比 Maiti与 Chakraverty所给
复区间矩阵的 Gerschgorin方盘定理更精确.

4 区间矩阵正则的两个充分条件

正则性是区间矩阵的重要性质, 在区间线性方程组的可解性[20] 和绝对值方程组解的存在

性[21] 等方面都有重要应用. 然而,关于复区间矩阵正则性的判断却是 NP­hard问题[22],于是寻找
区间矩阵正则性的容易验证的充分条件成为学者们关注的重要问题[23,24]. 本节应用复区间矩阵的
Gerschgorin圆盘定理 3.1和 3.2,给出判定复区间矩阵正则性的两个充分条件.

定义 4.1 ([23]) 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 若对任意的 A+ iB ∈ AI + iBI ,均有 A+ iB
是非奇异矩阵,则称复区间矩阵 AI + iBI 是正则的,否则称 AI + iBI 是非正则的.

定理 4.1 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 若对任意的 j ∈ N 都有

d(0,∆j) > rj(A
I + iBI), (4.1)

则 AI + iBI 是正则的,其中 ∆j 和 rj(A
I + iBI)的意义见定理 3.1, d(0,∆j)表示复平面中原点 0

到矩形区域 ∆j 的距离.

证明 若 AI + iBI 是非正则的, 则由定义 4.1 知存在奇异矩阵 A + iB ∈ AI + iBI , 即 0 是

A+ iB 的特征值. 于是由 d(0,∆j)的定义知,存在 j0 ∈ N ,使得

d(0,∆j0) ≤ rj0(A
I + iBI),

这与 (4.1)式矛盾,故 AI + iBI 是正则的. 证毕.

类似地,有如下定理.
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定理 4.2 设 AI + iBI 是 n阶复区间矩阵. 若对任意的 j ∈ N ,有

d(0,∆j) > lj(A
I + iBI),

则 AI + iBI 是正则的,其中 ∆j 和 lj(A
I + iBI)的意义见定理 3.2.

5 总结

本文将复矩阵的 Gerschgorin圆盘定理推广到复区间矩阵,给出了复区间矩阵的 Gerschgorin
圆盘定理,并从理论和算例两方面阐述了本文所给复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘区域比复区间矩
阵的 Gerschgorin方盘区域更精确. 然后,应用复区间矩阵的 Gerschgorin圆盘定理得到了复区间矩
阵正则的两个新的充分条件.
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