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树的指数型反遗忘指数的极值问题

曾明瑶 1,2 邓汉元 2,∗

(1. 怀化学院数学与计算科学学院,怀化, 418000;
2. 湖南师范大学数学与统计学院,长沙, 410081)

摘 要 设 G为简单图, E(G)为其边集,则 G的指数型反遗忘指数 e
1
F (G) =

∑
uv∈E(G) e

(
1

d2
G

(u)
+ 1

d2
G

t(v)

)
,

其中 dG(u)为 G中顶点 u的度. 本文首先给出树的指数型反遗忘指数 e
1
F 的极小值和对应的极图,然后研究

当 e
1
F 达到极大值时对应的极图的一些结构性质.
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Abstract For a simple graph G with edge set E(G), the exponential inverse forgotten index of G is defined as

e
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)
, where dG(u) is the degree of the vertex u in G. In this paper, firstly, we

give the minimum value of exponential inverse forgotten index of a tree and determine its corresponding extremal

graph. Then, we investigate the maximum value of the exponential inverse forgotten index and describe the structural

characteristics of the extremal graph.
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1 引言

拓扑指数起源于 1947年, Wiener提出在化学中用拓扑指数研究分子结构图的相关性质. 此后,
科研工作者们提出了一系列用来描述分子结构图的各种数学、化学性质的拓扑指数. 在数学、化
学文献中,有大量的分子结构描述符 (拓扑指数) ,被用于研究分子结构之间的相关性. 一个特殊的
类别是基于顶点度的拓扑指数 (简称 VDB拓扑指数),它在图中的研究备受学者青睐.

1972年,一些化学家在研究 π­电子能量结构的依存性时,发现能量依赖于分子结构图顶点度
的平方和 (也就是后来定义的第一类 Zagreb指数),同时发现顶点度的立方和对能量也有影响[1],但
这类拓扑指数却未被进一步研究,而是被遗忘,因此称为遗忘指数.
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在数学、化学文献中, 目前已有一些关于遗忘指数的研究, 如 Furtula, Gutman[2] 以第一类
Zagreb指数和第二类 Zagreb指数为桥梁,给出了关于图的遗忘指数的界; Li和 Zhao在 [3]中讨论
树的遗忘指数,得到了其极值并刻画了对应的极树; Basavanagoud和 Patil[4] 给出了图与其补图的
遗忘指数之间的关系; Elumalal[5]等给出了给定顶点数、边数、最大和最小顶点度的树的遗忘指数
的各种下界. 关于遗忘指数的更多研究内容可参考 [6–9].

Rada在 [10]中给出了普通的 VDB拓扑指数的定义: 令 Gn 表示有 n个非孤立顶点的图集,考
虑集合

K = {(i, j) ∈ N ×N |1 ≤ i ≤ j ≤ n− 1}.

对于图 G ∈ Gn,用mi,j(G)表示 G中连接度为 i和 j 的顶点的边数,在 Gn 上的 VDB拓扑指数是
由 {φi,j}(i,j)∈K 诱导的函数 φ : Gn → R,满足对任意图 G ∈ Gn,

φ(G) =
∑

(i,j)∈K

mi,j(G)φi,j .

φi,j 选取不同形式的函数时,对应着不同的 VDB拓扑指数. 有关 VDB拓扑指数的细节可参考 [11–
14].

为了更好地研究拓扑指数的区分性质, Rada在 [14]中介绍了指数型 VDB拓扑指数. 给定一类
VDB拓扑指数 φ,指数型 VDB拓扑指数 eφ 定义为

eφ(G) =
∑

(i,j)∈K

mi,j(G)eφi,j .

图 G的遗忘指数和反遗忘指数都是 VDB指数,分别定义为

F(G) =
∑

uv∈E(G)

(d2G(u) + d2G(v)) =
∑

(i,j)∈K

mi,j(G)(i2 + j2),

1

F
(G) =

∑
uv∈E(G)

(
1

d2G(u) + d2G(v)

)
=

∑
(i,j)∈K

mi,j (G)

(
1

i2
+

1

j2

)
,

其中 dG(u)为 G中 u的顶点度, E(G)为图 G的边集. G的指数型遗忘指数定义为

eF (G) =
∑

(i,j)∈K

mi,j(G)ei
2+j2 ;

G的指数型反遗忘指数定义为

e
1
F (G) =

∑
(i,j)∈K

mi,j(G)e
1
i2

+ 1
j2 .

遗忘指数的广泛研究与应用以及一系列的研究结果表明,遗忘指数与反遗忘指数在数学领域
有重要意义. 但是关于反遗忘指数的研究结果比较少,且还没有文献对指数型反遗忘指数进行研
究. 为了更好地研究拓扑指数的判别、区分性质,指数型反遗忘指数的研究是很有必要的.

鉴于指数型 VDB指数的良好数学性质,本文将根据 Rada引进的指数型 VDB指数,首先给出
树的指数型反遗忘指数 e 1

F 的极小值和对应的极图,然后研究当 e 1
F 达到极大值时对应的极图的一

些结构性质.
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2 树的指数型遗忘指数的极小值

在这一节中,我们考虑指数型反遗忘指数的极小值,并刻画对应的极图特征. 用 Tn 表示所有 n

阶树的集合.

引理 1 若 T 是关于 e 1
F 在 Tn(n ≥ 5)中的一棵最大树,则 T 中必有长至少为 2的悬挂路.

v1

vy-1

Tu
u v v1 vy-2vy-1

T′

⋯

T

u
Tu

图 1 引理 1中树 T 和树 T ′

证明 若 T 中悬挂路长均为 1, 则存在如图 1 所示的分支点 v ∈ V (T ), 满足 NT (v) \ {u} =

{v1, v2, · · · , vy−1},其中 uv ∈ E(T ), dT (u) = x ≥ 3, dT (vi) = 1(1 ≤ i ≤ y − 1). 设 dT (v) = y ≥ 2.
令 T ′ = T − {vv1, vv2, · · · , vvy−1}+ {vv1, v1v2, · · · , vy−2vy−1},此时 T ′中有一条长为 y的悬挂路

Py = uvv1 · · · vy−1,且在 T ′ 中 dT ′(v) = dT ′(v1) = dT ′(v2) = · · · = dT ′(vy−2) = 2, dT ′(vy−1) = 1,
则

e
1
F (T ′)− e

1
F (T )

=
[
e

1
x2 + 1

4 + (y − 2)e
1
4+

1
4 + e

1
4+1

]
−
[
e

1
x2 + 1

y2 + (y − 1)e
1
y2 +1

]
=

(
e

1
x2 + 1

4 − e
1
x2 + 1

y2

)
+ (y − 2)

(
e

1
2 − e

1
y2 +1

)
+

(
e

5
4 − e

1
y2 +1

)
= e

1
x2

(
e

1
4 − e

1
y2

)
+ e

(
e

1
4 − e

1
y2

)
+ (y − 2)

(
e

1
2 − e

1
y2 +1

)
=

(
e

1
x2 + e

)(
e

1
4 − e

1
y2

)
+ (y − 2)

(
e

1
2 − e

1
y2 +1

)
< 2e

(
e

1
4 − e

1
y2

)
+ (y − 2)

(
e

1
2 − e

1
y2 +1

)
.

不妨令 f(y) = 2e
(
e 1

4 − e
1
y2

)
+ (y − 2)

(
e 1

2 − e
1
y2 +1

)
. 对 f(y)求导,有

f ′(y) =
4

y3
e

1
y2 +1

+
(
e

1
2 − e

1
y2 +1

)
+

2(y − 2)

y3
e

1
y2 +1

=

(
2

y2
− 1

)
e

1
y2 +1

+ e
1
2 .

再对 f(y)求二阶导,得

f ′′(y) = − 4

y3
e

1
y2 +1

+

(
2

y2
− 1

)(
− 2

y3

)
e

1
y2 +1

=
−2y2 − 4

y5
e

1
y2 +1

< 0.

故 f ′(y)为严格单调递减函数,对于 y > 3,有

f ′(y) < f ′(3) = −7

9
e

10
9 + e

1
2 < 0,



64 数学理论与应用

从而 f(y)也为严格单调递减函数,且

f(y) < f(3) = 2e
(
e

1
4 − e

1
32

)
+
(
e

1
2 − e

1
32

+1
)
= 2e

5
4 + e

1
2 − 3e

10
9 < 0.

综上,我们可以得到
e

1
F (T ′) < e

1
F (T ),

矛盾,故 T 中必有长至少为 2的悬挂路.

在证明过程中,我们发现 e 1
F 在 Tn 中达到极小值时,对应的极图 T 形如毛毛虫树这种特殊结

构. 接下来给出毛毛虫树的定义.

定义 1 ([15]) 设 T ∈ Tn. 称 T 为毛毛虫树,若 Pk = v1v2 · · · vk 为 T 中含有 k个顶点的路,且
在顶点 v1 上附着 a1 个悬挂点, 在顶点 v2 上附着 a2 个悬挂点,· · · , 在顶点 vk 上附着 ak 个悬挂

点,其中 ai ≥ 0(i = 1, · · · , k). 我们称 Pk = v1v2 · · · vk 为毛毛虫树 T 的主路,并把这样的树记为
cp(k; a1, a2, · · · , ak),如图 2.

v1 v2 v3 vk-2 vk-1 vk

akaka3 -2 -1 aka1
a2

图 2 毛毛虫树 cp(k; a1, a2, · · · , ak)

引理 2 若 T 是关于 e 1
F 在 Tn(n ≥ 5)中的一棵最小树,则 T 为毛毛虫树.

⋯

⋯

⋯

⋯

u 

v w w1      w2

w w1 w2

T′

T

u
v

图 3 引理 2中树 T 和树 T ′

证明 若 T 是关于 e 1
F 在 Tn(n ≥ 5) 中的一棵最小树, 由引理 1 知, T 中必有长为 2 的

悬挂路, 不妨记为 P1 = ww1w2. 显然 T 中可以找到一条包含 P1 的最长路 P2, 且 T 中存在
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分支点 v, 满足 uv ∈ E(T ), v ∈ V (P2), u /∈ V (P2), dT (u) = x ≥ 2, 否则 T 为毛毛虫树. 设
dT (v) = y ≥ 3, u的邻域 NT (u) = {v, u1, u2, · · · , ux−1},对应的 dT (ui) = xi(i = 1, 2, · · · , x − 1).
令 T ′ = T − {uu1, uu2, · · · , ux−1}+ {w2u1, w2u2, · · · , w2ux−1},则

e
1
F (T ′)− e

1
F (T )

=

[
e

1
y2 +1

+ e
1
x2 + 1

4 +

x−1∑
i=1

e
1
x2 + 1

x2
i

]
−

[
e

1
y2 + 1

x2 + e
1
4+1 +

x−1∑
i=1

e
1
x2 + 1

x2
i

]
=

(
e

1
y2 + e

1
4+1

)
+
(
e

1
x2 + 1

4 − e
1
y2 + 1

x2

)
= e

(
e

1
y2 − e

1
4

)
+ e

1
x2

(
e

1
4 − e

1
y2

)
=

(
e+ e

1
x2

)(
e

1
y2 − e

1
4

)
< 0,

即

e
1
F (T ′) < e

1
F (T ).

事实上,若 T 中存在分支顶点 u′ 且分支顶点 u′ 不在最长路 P2 上,则可以继续重复上述变换,直至
这样的分支点不存在. 故要使 e 1

F (T )达到极小值,则 T 为毛毛虫树.

引理 3 若 T = cp(k; a1, a2, · · · , ak) 是关于 e 1
F 在 n ≥ 5 阶毛毛树中的一棵最小树, 则

ai = 0(i = 1, 2, · · · , k),即 T 为路 Pn,且

e
1
F (Pn) = 2e

5
4 + (n− 3)e

1
2 .

证明 为了方便接下来的计算,我们首先考虑函数 f(y) = e 1
2 (e 1

4 − e
1
y2 ) + (e 1

2 − e
1
y2 +1

). 由于

f ′(y) =
2

y3
e

1
y2 +

2

y3
e

1
y2 +1

> 0,

所以 f(y)为单调递增函数,

f(y) = e
1
2 (e

1
4 − e

1
y2 ) + (e

1
2 − e

1
y2 +1

)

< lim
y→∞

e
1
2 (e

1
4 − e

1
y2 ) + (e

1
2 − e

1
y2 +1

)

= e
1
2 (e

1
4 − 1) + (e

1
2 − e)

= e
3
4 − e

< 0.

接下来,我们令 Pk = v1v2 · · · vk 为毛毛虫树 cp(k; a1, a2, · · · , ak)的主路,且 ak−1 = ak = 0,
否则由引理 1中变换,可以找到更小树满足条件.

T 为毛毛虫树, 必然存在这样的分支顶点 vi, 使距离 dT (vi, vk) 最短, 且 ai ̸= 0. 不妨设
dT (vi−1) = x ≥ 2, dT (vi+1) = 2, dT (vi) = y ≥ 3, vi 的邻域 NT (vi) = {vi−1, vi+1, w1, · · · , wy−2},
则 dT (w1) = dT (w2) = · · · = dT (wy−2) = 1. 令 T ′ = T − {viw1, viw2 · · · , viwy−2} +
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{vkw1, vkw2 · · · , vkwy−2}(如图 4),则

e
1
F (T ′)− e

1
F (T )

= [e
1
x2 + 1

4 + (y − 1)e
1
4+

1
4 + e

1
4+1]− [e

1
y2 + 1

x2 + (y − 2)e
1
y2 +1

+ e
1
y2 + 1

4 + e
1
4+1]

= e
1
x2 (e

1
4 − e

1
y2 ) + (y − 2)(e

1
2 − e

1
y2 +1

) + (e
1
2 − e

1
y2 + 1

4 )

= (e
1
x2 + e

1
4 )(e

1
4 − e

1
y2 ) + (y − 2)(e

1
2 − e

1
y2 +1

)

≤ e
1
2 (e

1
4 − e

1
y2 ) + (y − 2)(e

1
2 − e

1
y2 +1

)

< 0.

故 e 1
F (T ′) < e 1

F (T ).
若仍存在分支点 vj ,满足 aj ̸= 0,则重复上述变换,直至 aj = 0(j = 1, 2, · · · , k). 因此,关于

e 1
F 在 n阶毛毛树中的一棵最小树为路 Pn.
此时m1,2 = 2,m2,2 = n− 3,

e
1
F (T ) = e

1
F (Pn) =

∑
(i,j)∈K

mi,je
1
i2

+ 1
j2 = 2e

5
4 + (n− 3)e

1
2 .

V1 V2 V3 Vi Vk-2 Vk-1 Vk
⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯ ⋯

⋯W1
Wy-2

T T′

V1 V2 V3 Vi Vk-2 Vk-1 Vk W1 Wy-2

图 4 引理 3中树 T 和树 T ′

由上述引理 1–3直接可得树关于指数型反遗忘指数的极小值和对应的极图.

定理 1 若 T ∈ Tn(n ≥ 5)且 T ≇ Pn,则 e 1
F (T ) > e 1

F (Pn) > 2e 5
4 + (n− 3)e 1

2 .

3 树的指数型遗忘指数的极大值

下面将分析指数型反遗忘指数的极大值问题. 首先,构造贪婪树,然后研究 e 1
F (T )达到极大值

时极值树的一些结构性质.

定义 2 ([16, 17]) 若给定树 T 的度序列,则根据以下算法 (1)–(4)构造而成的树称为贪婪树.
(1)标记 T 中最大度顶点为 v0,1(称 v0,1 为根);
(2) 标记顶点 v0,1 的邻点为 v1,1, v1,2, · · · , 且它们的顶点度不大于 dT (v0,1), 同时满足

dT (v1,1) ≥ dT (v1,2) ≥ · · · ;
(3)标记除 v0,1 外,顶点 v1,1 的其余邻点为 v2,1, v2,2, · · · ,且它们的顶点度不大于 dT (v1,j)(j ≥

1),同时满足 dT (v2,1) ≥ dT (v2,2) ≥ · · · ;再用同样方法标记 v1,2, v1,3, · · · ;
(4)对于新标记的顶点重复 (3)的做法,直至所有顶点标记完.
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用 h(v) 表示贪婪树中根到顶点 v 的距离; 称顶点 vi,j(i, j ≥ 1) 为顶点 vi−1,j 的父亲, 顶点
vi−1,j(i, j ≥ 1)为顶点 vi,j 的儿子.

引理 4 令 f(x, y) = e
1
x2 + 1

y2 , g(x, y) = f(x, y)− f(x− 1, y), x, y ≥ 1.
(1)若固定 y,则 f(x, y)关于 x严格单调递减;
(2)若固定 y,则 g(x, y) < 0且 g(x, y)关于 x严格单调递增.

证明 (1)若固定 y ≥ 1,则

∂f(x, y)

∂x
= − 2

x3
e

1
x2 + 1

y2 < 0,

从而结论成立.
(2)若固定 y ≥ 1,则 g(x, y) = e

1
x2 + 1

y2 − e
1

(x−1)2
+ 1

y2 ,且

∂g(x, y)

∂x
= − 2

x3
e

1
x2 + 1

y2 +
2

(x− 1)3
e

1
(x−1)2

+ 1
y2

> − 2

x3
e

1
x2 + 1

y2 +
2

(x− 1)3
e

1
x2 + 1

y2

=

[
2

(x− 1)3
− 2

x3

]
e

1
x2 + 1

y2 > 0,

由此可知,结论成立.

引理 5 设 T ∈ Tn(n ≥ 5)是使得 e 1
F (T )达到最大值的一棵树,则 T 为贪婪树.

证明 设 v0 为 T 中最大度顶点, dT (v0) = d0 = ∆, dT (vi) = di(1 ≤ i < j ≤ n − 1). 若
T 不是贪婪树, 则存在 di < dj , 其中 i, j 满足 d0 ≥ d1 ≥ · · · ≥ di−1 ≥ dj ≥ dk. 于是 dj =

max{di, di+1, · · · dn−1}. 设 ui 为 vi 的父亲, uj 为 vj 的父亲, h(v) 为 v 到最大度顶点的距离, 则
h(vj) ≥ h(vi) = h(ui)− 1且 h(vj) ≥ 2. 此外 uivj /∈ E(T ),且 dT (ui) ≥ dT (v), v ∈ NT (vj). 否则交
换 vi, vj 或 ui, uj 的位置,此时无论 uj /∈ NT (vi), ujvi /∈ E(T ),还是 uj ∈ NT (vi), ujvi ∈ E(T ),均
可令 T ′ = T − uivi − ujvj + uivj + ujvi,而

e
1
F (T ′)− e

1
F (T ) = [f(ui, vj) + f(uj , vi)]− [f(ui, vi) + f(uj , vj)]

= [f(vj , ui)− f(vi, ui)] + [f(vi, uj)− f(vj , uj)]

= [g(vj , ui) + g(vj − 1, ui) + · · ·+ g(vi, ui)]

− [g(vi, ui) + g(vi − 1, ui) + · · ·+ g(vj , uj)]

> 0.

故 e 1
F (T ′) > e 1

F (T ),与 e 1
F (T )为最大值矛盾,故 T 为贪婪树.

下面, 我们给出内部路与悬挂路的定义. 对于图 G 中一条长为 k 的路 u0u1 · · ·uk−1uk, 若
dG(u0) ≥ 3且对于 1 ≤ i ≤ k − 1,有 dG(ui) = 2,则当 dG(uk) ≥ 3时,称它为图 G的内部路;当
dG(uk) = 1时,称它为图 G的悬挂路.
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引理 6 设 T ∈ Tn(n ≥ 5)是使得 e 1
F (T )达到最大值的一棵树,则 T 中无长度大于 2的悬挂

路与内部路.

证明 若 T 中存在长度大于 2的悬挂路,由引理1的逆变换知,这与 T 是使得 e 1
F (T )达到最大

的一棵树矛盾,故 T 中悬挂路长至多为 2.
若 T 中存在长度大于 2 的最长内部路 Pk = v1v2, · · · , vk(k ≥ 3), 设 Tv1 , Tvk 分别为 T =

v1v2, · · · , vk 且包含 v1, vk 的连通分支, 若 P 为 T 中一条包含 Pk 的最长路, 则必然可以找到一
条悬挂边 vu, (d(u) = 1) 不在 P 中, 否则 T 为路. 由定理 2, 这与 e 1

F (T ) 达到极大值矛盾. 不
妨设 uv ∈ Tv1 , 此时, 令 T ′ = T − {vkwk|wk = NT (vk)\{vk−1}} + {uwk|wk = NT (vk)\{vk−1}},
N(vk) ∈ Tvk ,类似于引理 3中的逆变换及计算可以得到,若 T 中存在长度大于 2的内部路,则总可
以找到更大的树满足要求,与引理条件矛盾. 故 T 中无长度大于 2的内部路.

引理 7 设 T ∈ Tn(n ≥ 5)是使得 e 1
F (T )达到最大值的一棵树,则 T 中至多只有一条长度为

2的悬挂路,且当最大度顶点与悬挂点相邻时,这条长度为 2的悬挂路附在最大度顶点上.

证明 (1)首先证明 T 中至多只有一条长度为 2的悬挂路,若 T 中存在两条长度为 2的悬挂路

P1 = uu1u2, P2 = vv1v2,不妨设 dT (u) = x ≤ y = dT (v), 2 ≤ x ≤ y. 令 T ′ = T − u1u2 + v1u2,则
有

e
1
F (T ′)− e

1
F (T )

= [e
1
x2 +1 + e

1
y3 + 1

9 + 2e
1
9+1]− [e

1
x2 + 1

4 + e
1
y2 + 1

4 + 2e
1
4+1]

= e
1
x2 (e− e

1
4 ) + e

1
y2 (e

1
9 − e

1
4 ) + 2e(e

1
9 − e

1
4 )

≥ e
1
y2 (e− e

1
4 ) + e

1
y2 (e

1
9 − e

1
4 ) + 2e(e

1
9 − e

1
4 )

= e
1
y2 (e+ e

1
9 − 2e

1
4 ) + 2e(e

1
9 − e

1
4 )

≥ e+ e
1
9 − 2e

1
4 + 2e(e

1
9 − e

1
4 )

> 0.

即 e 1
F (T ′) > e 1

F (T ),矛盾. 故 T 中至多只有一条长度为 2的悬挂路.

Tu TuTv Tv 

u2         u1          u v v1 v2

T′

⋯
u1        u

 
    v     v1 

v2

u2

T

⋯

图 5 引理 7的证明中，(1)的树 T 和树 T ′

(2) 若 u 为 T 中最大度顶点且与悬挂点 v 相邻, 下证这条长为 2 的悬挂路附在顶点 u

上. 如图 6, u 为 T 中最大度顶点且与悬挂点 v 相邻, ww1w2 为 T 中长为 2 的悬挂路. 设
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dT (u) = x ≥ y = dT (w),令 T ′ = T − w1w2 + vw2,则有

e
1
F (T ′)− e

1
F (T )

= [e
1
x2 + 1

4 + e
1
4+1 + e

1
y2 +1

]− [e
1
x2 +1 + e

1
y2 + 1

4 + e
1
4+1]

= e
1
x2 (e

1
4 − e) + e

1
y2 (e− e

1
4 )

= (e
1
x2 − e

1
y2 )(e

1
4 − e)

> 0,

故 e 1
F (T ′) > e 1

F (T ). 事实上,对任意的顶点 u′ 与 v′ 满足 dT (u
′) > dT (v

′),若 u′ 上存在悬挂点,则
v′上无长度大于 1的悬挂路.

w

 T T′

u

v

w1 w2
u

v w

w1 w2
⋯⋯

图 6 引理 7的证明中，(2)的树 T 和树 T ′

结合引理 5、引理 6和引理 7容易得到,当 e 1
F (T )达到极大值时,极图 T 的结构性质.

定理 2 设 T ∈ Tn(n ≥ 5)是使得 e 1
F (T )达到最大值的一棵树,则 T 为贪婪树,且 T 中

(1)无长度 k ≥ 2的内部路;
(2)无长度 k ≥ 3的悬挂路;
(3)至多只有一条长度 k = 2的悬挂路.

本文考虑了当 φij = iα + jα(α ≥ 1)时,指数型 VDB拓扑指数 Σ(i,j∈K)mi,j(G)eφij 取得极值

时,对应的极树的结构,并研究了当 α = −2时,对应的反遗忘指数取得极值时,对应极树的结构性
质.

至于 α < 1时,指数型 VDB拓扑指数 Σ(i,j∈K)mi,j(G)ei
α+jα 取得极值的情况,还不能通过本

文的图变换和计算得到极值结果,这将是我们未来进一步要研究的问题.
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